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Nell’elaborazione dei 
dati sempre più spes-
so entrano in gioco 

la stima/calcolo di parametri 
statistici quali la media, la va-
rianza, lo scarto quadratico 
medio, ecc. Ebbene è noto che 
bastano pochi outliers (ovvero 
pochi valori anomali, aberranti, 
chiaramente distanti dagli altri 
valori disponibili) per ‘mettere 
in crisi’ medie, scarti quadratici 
medi ed … altro, con il risultato 
di giungere a risultati finali defi-
niamoli perlomeno ‘fuorvianti’. 
La tematica dell’individuazione 
degli outliers assume quindi la 
massima importanza per poter 
giungere a risultati quanto più 
possibile corretti e significativi. 
Occorre quindi sempre prope-
deuticamente ricercare gli even-
tuali valori anomali - che talvolta 

assumono persino il ruolo del 
‘risultato’ cercato, e ciò proprio 
in ragione della loro ‘anomalia’ 
che li differenzia dal resto dei 
dati -, e con tecniche che quanto 
più possibile non presupponga-
no una conoscenza a priori della 
tipologia di distribuzione che i 
dati in esame dovrebbero avere.
Il nuovo approccio ideato per 
l’individuazione di outliers nello 
spazio R2 fruisce di tecniche ge-
ometrico/statistiche largamente 
indipendenti dalla tipologia di 
distribuzione dei dati, e si artico-
la in quattro passi metodologici. 
Data una nuvola di punti nello 
spazio R2: 

1. Individuazione dei vari cluster 
di punti e dei punti che non 
appartengono a nessuno dei 
cluster individuati.

Per ciascun cluster

2. Individuazione, tramite la 
tecnica del convex hull pee-
ling, del particolare convex 
hull (CH

50
) che al suo interno 

contiene non più del 50% dei 
punti del cluster, e calcolo su 
tali punti interni (che sono il 
‘core’ del cluster) del baricen-
tro (ora robusto) tramite una 
operazione di media.

3. Utilizzo di una tecnica di 
mapping (che realizza una 
nuova metrica) che porta 
tutti i punti che giacciono sul 
CH

50
 a trovarsi ad un fattore 

di distanza pari ad uno dal 
baricentro, che è come dire 
che il CH

50 
viene ad assume la 

forma di un cerchio con cen-
tro nel baricentro e raggio pari 
ad uno. Tale tecnica, illustrata 
più in dettaglio nel seguito, 
è applicata a tutti i punti del 

La tecnologia ci mette 

nelle condizioni di potere 

e dovere maneggiare 

grandi moli di dati.  Nuvole 

di punti acquisite nei modi 

più vari e Big Data sono le 

parole d’ordine e le realtà 

con cui oggigiorno sempre 

più occorre misurarsi. 

Big Data…a few
Outliers = Big Mistakes    
Un nuovo processo per l’individuazione di outliers 

di Maurizio Rosina

Fig. 1 – calcolo del fattore di distanza dei punti dal baricentro robusto sulla base del CH
50

 .
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terebbe teoricamente sufficiente 
all’individuazione di eventuali 
outliers. 
In merito al passo 2 il baricentro 
calcolato sui punti strettamente 
contenuti nel CH

50 
risulta essere 

particolarmente robusto, ed è 
assimilabile all’analogo calcolo 
spesso condotto su dati apparte-
nenti al secondo e terzo quartile 
di un boxplot.  
La tecnica utilizzata nel passo 3 
è particolarmente interessante, 
in quanto permette di tenere 
conto della ‘forma’ assunta dai 
punti del cluster nella successiva 
valutazione/individuazione degli 
outliers, che opera sulla base di 
un particolare ‘fattore di distan-

cluster ed ai punti che sono 
risultati non appartenere ad 
alcuno dei cluster individua-
ti. Con questa tecnica tutti i 
punti strettamente contenuti 
in CH50 

avranno un fattore di 
distanza dal baricentro minore 
di uno e tutti i punti esterni 
al CH

50  
avranno un fattore 

di distanza dal baricentro 
maggiore di uno. A seguito 
di questa tecnica si potrà nel 
seguito operare su tali valori di 
distanze (ovvero su sequenze 
di valori - dati univariati - 
nello spazio R1) e non più su 
coordinate nello spazio R2.

4. Utilizzo, sulle distanze calcola-
te nel passo precedente, della 
diseguaglianza di Chebychev 
(valida per una qualsiasi tipo-
logia di distribuzione univaria-
ta di valori). La distribuzione 
di Chebychev garantisce che 
per una distribuzione qualsiasi 
di valori, una volta calcolata 
la sua media (μ), il suo scarto 
quadratico medio (σ) e fissata 
una costante k >0, al massimo 
lo [(1/k2)*100]% dei valori 
potranno risultare esterni 
all’intervallo μ-kσ, μ+kσ. Ciò 
permette, su base statistica, di 
definire in modo ‘fine’ come 
outlier un qualsiasi punto la 
cui distanza dal baricentro 
ricada all’esterno dell’inter-
vallo μ-k, μ+kσ. Molto spesso 
nell’utilizzo della disegua-
glianza di Chebyschev  piut-
tosto che fissare la costante k 
si preferisce fissare un valore 
di probabilità (p), in quanto 
per una distribuzione unimo-
dale di valori tra k e p sussiste 
la relazione p = 1/k2, quindi 
fissato p è immediato risalire 
al relativo k = √(1⁄p). La ricer-
ca degli outliers viene quindi 
condotta, per ciascun cluster, 
individuando come outliers i 
punti, sia del cluster che non 
appartenenti a nessun cluster, 
le cui distanze dal baricentro 

del cluster siano esterne all’in-
tervallo sopra definito.

Tramite i quattro passi meto-
dologici sopra sommariamente 
descritti si giunge, senza alcuna 
ipotesi preventiva sulla tipologia 
di distribuzione dei dati, a poter 
individuare la presenza di even-
tuali outliers rispetto ai vari 
cluster individuati.
Inoltre, è di tutta evidenza che 
l’approccio proposto è teorica-
mente facilmente espandibile 
a dati nello spazio R3, con i vari 
convex hull che potrebbero as-
sumere la struttura di politopi 
di minima chiusura convessa di 
punti nello spazio R3.   

Il dettaglio delle operazioni
L’approccio perseguito è alta-
mente modulare, ed è quindi 
opportuno fornire qualche detta-
glio circa le operazioni condotte 
nei passi sopra elencati. Il passo 
1 non impone alcun specifico 
metodo nella individuazione dei 
cluster, tanto che, se ritenuto op-
portuno, tale passo può persino 
essere saltato, vedendo la nuvola 
dei punti in esame come un uni-
co cluster, su cui operare con i 
passi successivi. Inoltre, nel caso 
di analisi condotte su dati origi-
nali univariati, già il solo passo 4, 
saltando tutti i precedenti, risul-

Figura 3 – il campione dei dati - 3243 co-
ordinate relative a localizzazioni di POI pre-
senti nelle province di Viterbo e Latina.

Fig. 2 – il mapping dei punti sulla base dei nuovi 
fattori di distanza calcolati -  si noti in particolare 
come i punti del CH

50
 cui viene attribuito il nuovo 

fattore di distanza giacciano su di un cerchio ideale 
(di raggio 1) dal baricentro.

Fig. 4 – i due cluster individuati (algoritmo 
Dbscan) ed i punti (noise) non assegnabili 
dall’algoritmo ad alcuno dei due cluster.
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za’ di cia-
scun punto 

rispetto al baricen-
tro (robusto) del cluster. Nello 
stimare se un punto appartiene 
o no ad un determinato cluster 
è pratica generale assumere che 
più un punto è vicino al bari-
centro (robusto) del cluster, più 
è verosimile che il punto appar-
tenga al cluster. Bisogna però 
anche tenere in considerazione 
se l’insieme dei punti del cluster 
è distribuito simmetricamente 
o asimmetricamente rispetto al 
baricentro, per poter decidere 
se la valutazione di una distanza 
dal baricentro è significativa per 

l’individuazione di un outlier. 
Occorre, quindi, tenere conto 
della ‘forma’ del cluster nel cal-
colo del ‘fattore di distanza’ del 
generico punto dal baricentro 
(robusto). La tecnica adottata 
per il calcolo di un fattore di 
distanza che tenga in conto 
tale ‘forma’ è particolarmente 
semplice. Detto O il baricentro 
(robusto) del cluster, per il gene-
rico punto P si calcola il punto 
di intersezione P’ con il CH50

  
generato dalla semiretta con ori-
gine O e passante per P, quindi 
si calcola il rapporto dp=OP/
OP’, che assume il significato di 
fattore di distanza del punto P 
dal baricentro O. Risulta di tutta 
evidenza che qualsiasi punto 
P che giaccia sul CH

50
 avrà un 

fattore di distanza dp = 1, ovvero 
un fattore di distanza unitaria 
dal baricentro; viceversa qualsiasi 
punto P strettamente contenuto 
entro il  CH

50
 avrà un fattore 

di distanza dp < 1, e qualsiasi 
punto esterno al CH

50 
 avrà un 

fattore di distanza dp >1 (vedi 
figura 1). 
E’ come se ogni punto venisse 
rimappato, con il nuovo fattore 
di distanza, sulla semiretta che 
lo congiunge al baricentro robu-
sto (vedi figura 2). Quindi tale 
tecnica definisce una metrica 
sull’insieme dei punti, ed il fat-
tore di distanza dal baricentro  
permette di poter tenere conto 
della ‘forma’ del cluster, che si 
assume sia definita dalla forma 
del CH

50. 
Un po’ quanto è ot-

tenibile, ma in modo assai più 
complesso, tramite la distanza 
di Mahalanobis, che però opera 
correzioni basandosi esclusiva-
mente su forme strettamente 
ellissoidali.  
Nel passo 4 si è voluta segui-
re la tecnica di utilizzare, su 
ciascun cluster, in sequenza 
due volte la disuguaglianza 
di Chebyshev con parametri 
diversi. Per ciascun cluster ini-
zialmente vengono calcolate 

media μ e scarto quadratico 
medio σσdi tutti i suoi valori 
(valori che sono le distanze dei 
punti del cluster dal baricentro, 
ottenute nel passo precedente) e 
viene applicata la diseguaglianza 
di Chebyshev con un fattore k 
piuttosto basso (oppure, data 
la relazione k =  che sussiste tra 
k = √(1⁄p)  e la probabilità p, 
imponendo un valore di p piut-
tosto alto), che si traduce nel 
selezionare, come valori ‘core/
fondamentali’ sicuramente ap-
partenenti al cluster, solo quelli 
molto prossimi alla media (ov-
vero valori a distanza di pochi 
kσ rispetto alla media μ). Su 
tali valori ‘core/fondamentali’ 
si calcolano nuovamente media 
μ1

 e scarto quadratico medioσσ
1
 

(che ora si ritengono parametri 
molto rappresentativi e robusti) 
e si effettua la effettiva ricerca 
degli outliers, ancora tramite la 
diseguaglianza di Chebyshev in 
cui si utilizzano i nuovi e robu-
sti valori μ

1
 eσσ

1
, ed si applica 

con un fattore k più alto del 
precedente (o, il che è dire lo 
stesso, un fattore p più piccolo 
del precedente), ciò che si tra-
duce nell’individuare come out-
liers solo valori molto distanti 
dalla media μ

1
, ovvero valori 

che ‘sicuramente’ non apparten-
gono al cluster. La ricerca degli 
outliers viene quindi effettuata 
sui tutti i valori del cluster e sui 
punti che sono risultati non ap-
partenere ad alcun cluster, per 
questi ultimi calcolandone pre-
ventivamente il mapping rispet-
to al baricentro del cluster e le 
relative distanze dal baricentro. 
Modulando opportunamente 
i valori con cui attivare in se-
quenza le due diseguaglianze 
di Chebyshev si giunge ad una 
individuazione quanto si vuole 
‘fine’ degli outiers, ottenuta in 
base a parametri statistici di-
chiarabili ed ad una metodolo-
gia indipendente dalla tipologia 
di distribuzione dei dati.

Fig. 6 – secondo cluster - a sinistra il cluster con evidenziato 
il suo CH

50
 ed il baricentro ricavato dai punti strettamente 

contenuti nel CH
50

. A destra l’immagine del mapping atti-
vato sui punti del cluster e su quelli che non appartengono 
a nessun cluster. Le distanze dal baricentro dei punti della 
figura a destra saranno l’oggetto dell’analisi volta all’indi-
viduazione di outliers che verrà condotta nella fase succes-
siva tramite l’utilizzo della diseguaglianza di Chebyshev.

Fig. 5 – primo cluster – a sinistra il cluster con evidenziato 
il suo CH

50 
ed il baricentro ricavato dai punti strettamente 

contenuti nel CH
50

. A destra l’immagine del mapping atti-
vato sui punti del cluster e su quelli che non appartengono 
a nessun cluster. Le distanze dal baricentro dei punti della 
figura a destra saranno l’oggetto dell’analisi volta all’indivi-
duazione di outliers che verrà condotta nella fase successiva 
tramite l’utilizzo della diseguaglianza di Chebyshev.
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Un esempio su dati reali
Nel seguito viene presentato un 
esempio su di un campione di 
dati reali, relativo a 3243 coor-
dinate relative a localizzazioni 
di POI presenti nelle province 
di Viterbo e Latina. Nella figura 
3 viene presentato il campione 
dei dati da elaborare. La figura 4 
propone i 2 cluster individuati 
(tramite il classico algoritmo 
DBscan) ed i punti (noise) che 
non risultano assegnabili dall’al-
goritmo a nessuno dei due clu-
ster. Le figure 5 e 6 presentano, 
per ciascuno dei due cluster:, il 
CH

50
 ed il baricentro ricavato 

dai punti strettamente contenuti 
nel CH

50,
 quindi la successiva 

fase di mapping, attivata sia sui 
punti del cluster che su quelli 
che non appartengono a nessun 
cluster. Tale mapping ha l’effet-
to di portare tutti i punti che 
giacciono sul CH

50 
ad un fattore 

di distanza pari ad uno dal bari-
centro, tutti i punti strettamente 
contenuti entro il  CH

50 
ad un 

fattore di distanza dal baricentro 
minore di uno, ed infine tutti 
i punti esterni al CH

50 
 ad un 

fattore di distanza maggiore di 
uno. Infine nelle figure e 7 e 8 
sono riportati gli outliers indivi-
duati tramite la diseguaglianza 
di Chebychev applicata ai due 
cluster ed i punti noise fissando 
valori diversi per il parametro di 
probabilità.
Gli outlier proposti nelle se-
guenti figure 7 e 8 sono indi-
viduati tramite uno specifico 
processo che utilizza nell’analisi 
due volte la disuguaglianza di 
Chebyshev su ciascuno dei clu-
ster individuati. Per ogni cluster 
individuato una prima volta la 
disuguaglianza di Chebyshev 
viene utilizzata per individua-
re/selezionare i valori ‘core/
fondamentali’ del cluster, sui 
quali calcolare dei nuovi valori 
di media μ1

 e scarto quadratico 
medioσσ

1
 (che ottenuti in tal 

modo si ritengono parametri 

estremamente ‘rappresentativi’ 
del cluster e ‘robusti’). Quindi la 
disuguaglianza di Chebyshev vie-
ne utilizzata una seconda volta, 
con i valori di media μ1 e scarto 
quadratico medio σ1 preceden-
temente calcolati, per l’effettiva 
individuazione degli outliers.  In 
particolare, per ottenere quanto 
illustrato nella figura 5, nel pri-
mo utilizzo della diseguaglianza 
di Chebyshev, per ricavare i 
valori ‘core/fondamentali’ si è 
fissato quale valore di probabilità 
p = 0.3 (che corrisponde a fissare 
un valore di k =1.8), valore che 
assicura che almeno il 70% dei 
dati del cluster giacciono entro 
l’intervallo [μ-1.8σ..μ+1.8σ], in 
cui μ e σ sono la media e lo scar-
to quadratico medio calcolati dei 
dati (i valori delle distanze dal 
baricentro) del cluster. Quindi 
si sono individuati i valori del 
cluster che ricadono entro tale 
intervallo e su di essi si è calco-
lata una nuova media μ1

 ed un 
nuovo scarto quadratico medio 
σ

1
 (che ora si ritengono parame-

tri estremamente ‘rappresentati-
vi’ del cluster e molto ‘robusti’) e 
si è fissato quale nuovo valore di 
probabilità p =0.005, valore che 
corrisponde al fissare un k=14, 
e che assicura che al massimo il 

cinque per mille dei valori del 
cluster potrebbero giacere ester-
namente all’intervallo [μ

1
-14σ

1
..

μ
1
+14σ

1
],  La ricerca degli out-

liers è quindi stata effettuata in-
dividuando i punti le cui distan-
ze sono esterne a tale intervallo, 
e tale analisi è stata condotta per 
tutte le distanze dei punti del 
cluster e sulle distanze dei punti 
che non appartenevano ad alcun 
cluster (i punti noise), per questi 
ultimi calcolandone preventi-
vamente il mapping rispetto al 
baricentro del cluster e le relative 
distanze dal baricentro. Tale pro-
cesso, come detto, è condotto su 
ciascuno dei cluster individuati. 
Per ottenere quanto illustrato 
nella figura 6 si è  si è fissato, 
analogamente al caso prece-
dente, nel primo utilizzo della 
diseguaglianza di Chebyshev 
un valore di probabilità p = 0.3, 
mentre nel secondo utilizzo della 
diseguaglianza si è fissato un va-
lore p =0.01, assai più lasco del 
precedente. In tal modo si è ot-
tenuto che al massimo l’uno per 
cento dei valori del cluster pote-
va giacere esternamente all’inter-
vallo [μ1

-10σ
1
..μ

1
+10σ

1
], e tale 

rilassamento nelle condizioni di 
verifica ha portato all’incremen-
to degli outliers individuati.

Fig. 7 – Gli agglomerati di punti in rosso corri-
spondono a 17 outliers individuati sul campione 
dei dati tramite l’utilizzo della diseguaglianza di 
Cherbychev applicata ai due cluster ed ai dati che 
non appartengono a nessun cluster.

Fig. 8 – Gli agglomerati di punti in rosso corri-
spondono a 100 outliers individuati sul campio-
ne dei dati tramite l’utilizzo della diseguaglianza 
di Cherbychev applicata ai due cluster ed ai dati 
che non appartengono a nessun cluster.
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Conclusioni
Molti si occupano di ottene-
re risultati elaborando dati 
e Big Data, molti meno si 
preoccupano di verificare se 
nei dati da elaborare sono 
presenti valori anomali 
ed aberranti (outliers). Se 
presenti anche in minime 
quantità gli outliers possono 
rendere assai poco consistenti 
i risultati delle elaborazioni. 
La ricerca e l’individuazione 
di outliers è quindi un passo 
fondamentale, generalmente 
propedeutico alle elabo-
razioni volte ad ottenere 
risultati consistenti. Il nuovo 
approccio ideato per la indi-
viduazione di outliers nello 
spazio R2 fruisce di tecniche 
geometrico/statistiche lar-
gamente indipendenti dalla 
tipologia di distribuzione 
dei dati, e poggia su quattro 
pilastri metodologici: il clu-
stering, la tecnica del convex 
hull peeling, una specifica 
metrica e la diseguaglianza 
di Chebyshev, che è valida 
per una qualsiasi tipologia 
di distribuzione univariata 
di valori. La modularità e 
la generalità dell’approccio, 
accoppiate alla ricerca ed alla 
individuazione di outliers in 
base a parametri strettamente 
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statistici, fanno dell’approccio 
presentato un utile e quotidiano 
strumento per chi debba elabo-
rare dati bivariati per gli scopi 
più vari, con la sicurezza di poter 
preventivamente verificare la 
eventuale presenza di outliers 
sulla base di specifici intervalli di 
confidenza.
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